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O Abaco de Gerbert

O Abaco de Gerbert

Jorge Nuno Silva™
(Universidad de Lisboa)

Resumo

Por volta do ano 1000 um abaco especial foi descrito por Bernelin,
um aluno de Gerbert, o Papa Silvestre II. Quebrando a tradi¢do dos
abacos tradicionais, que usavam pecas indistintas, o novo
instrumento exibe os numerais indo-drabes, que se tornarao
populares dentro de alguns séculos. Os métodos que tornam a
multiplicagdo e a divisdo possiveis sao originais e sofisticados.
Foram concebidos, tudo indica, pelo préprio Gerbert. A vantagem
em computagdes astrondmicas e geométricas também foi enorme.

Abstract

Around the year 1000 a special abacus was described by Bernelin, a
student of Gerbert, the Pope Sylvester II. Breaking away from the
traditional devices, which use several equal pieces, the new
instrument show the indo-arabic numerals that will become popular
in a few centuries. The methods that make multiplication and
division possible are original and sophisticated. They were
conceived, according to the existing evidence, by Gerbert himself.
The advantage in geometrical and astronomical computations was
also enormous.

Em 967, Gerbert viajou para a Catalunha, onde ficou até 970,
acompanhando o Conde de Barcelona.

Nestes trés anos teve contacto com a cultura arabe,
responsavel pela introdugao na Europa da notagao decimal

124 O correio eletronico do Autor € jnsilva@cal.berkeley.edu
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posicional que revolucionou, mais tarde, a vida quatidiana
continental. O alcance desse contacto constitui ainda um
mistério.

Leonardo de Pisa, Fibonacci, costuma ser referido como o
autor de referéncia na introdu¢ao dos numerais indo-arabes
na Europa, em virtude do seu livro de 1202, Liber Abaci.
Contudo, veremos abaixo que Gerbert o precedeu por dois
séculos. Se bem que a obra de Leonardo tenha tido enorme
divulgacao e influéncia, e se bem que o entendimento que
Gerbert tinha do novo sistema nao pareca ser completo, nao
podemos deixar de admirar o seu abaco, onde as pegas se
confundem com os novos numerais.

Para melhor compreender quao revoluciondrio e eficiente era
este artefacto, Vejamos sucintamente como funcionavam os
abacos tradicionais que precederam o de Gerbert.

Na Grécia antiga, os nimeros eram representados recorrendo
a letras. Os calculos eram necessariamente laboriosos e o
recurso a abacos um expediente natural.

O abaco grego funcionava com pedrinhas em colunas
encimadas pelos valores 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000, 5000, 10
000, 50 000. Isto é, para além das poténcias de 10, tinhamos os
seus quintuplos.

MM M P H P
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As regras de conversao dos valores das pecas nas diversas
colunas --- cinco pegas numa coluna de ordem impar valem
tanto como uma peca na coluna imediatamente a sua
esquerda; duas pecas numa coluna de ordem par valem tanto
como um pega na coluna imediatamente a esquerda --- estao
ilustradas nas figuras seguintes.

Regras de reducdo - I Regras de redugéo - 11
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Uma soma seria, com grande verosimilhanca, efectuada por
agrupamento. Por exemplo, para determinar 6264 + 8312,
representa-se primeiro 6264 e depois a segunda parcela.
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Juntamos todas as pegas:

"M T
Q
O

OOOOX
OO0
()=

OO P
OOO0O0O0O0 —

e aplicando os processos de redugao obtemos o total.

6264 + 8312 = 14576
MM P X PHPATD

O o eelCle
O

0000

Para a subtracdo seria necessario introduzir o aditivo e o
subtractivo separadamente e, depois, cancelar pegas
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homologas. Quando necessario ter-se-ia de recorrer a anti-
redugao, para garantir a possibilidade de cancelamentos na
mesma coluna. Apds este procedimento, a diferenga
pretendida seria obtida.

Vejamos um exemplo: 4670-3671.

MM = N AN
OO
QC>Q

OO0 OOOO X
QO

Retirando pares de pedras de cada coluna, obtemos:

MM TP PH P T |
- O
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Agora temos de recorrer a anti-reducao para viabilizar os
cancelamentos necessarios:

MM I PHT
O O

O 0000 P
OOO0000 —

A diferenca € entao:

4760 - 3671 = 1089
MM TP X PHF

O O

OO0 D
0000 —

Nos abacos de colunas decimais, em que os quintuplos das
q

poténcias de 10 se encontram alinhados com estas, os

procedimentos eram semelhantes.
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G
X
T

>

As regras de reducao sao agora tipificadas pelas ilustradas

abaixo.

X300

O <

COCOOP30
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Contudo, neste tipo de abaco, para efectuar uma subtragao,
teria de se recorrer a uma “anti-reducao total” do aditivo antes
de considerar o subtractivo. Por exemplo, para efectuar 4760 —
3671, deveriamos partir de

™
M

OO0 =30
OP=0
—

OCO00O X

Anti-reduzir:

<4
OO0 X
00000I 300

ofP000 p5000
00000-1000

retirar 3671, uma casa decimal de cada vez
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< 4
X3

OCOO0OT=ZO
OO P—-50OOO0

OO000O0—-—"71000

Finalmente, aplicamos as regras de reducdo para obter a
diferenca desejada:

4760 - 3671 = 1089

< d
O X
T
OO0 P30

O000—710
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Os abacos romanos eram essencialmente os mesmos, a menos
da notagao dos numerais, claro.

Uma novidade romana, contudo, foi o abaco “de bolso”,
metalico.

Neste artefacto as contas sdao ainda mais dificeis, devido a
rigidez do numero de pecas por coluna. Assim como nos
abacos chineés, japonés e russo, os calculos so6 se efectuam com
recurso a manipulagdes elaboradas de redugao e anti-redugao.

S6 nos debrucamos sobre as operagdes de soma e subtracao,
para ilustrar como mesmo os aspectos mais elementares da
aritmética estavam longe de ser trivializados por estas
ajudantes.

Sendo a soma e, principalmente, a subtracdo, processos
sofisticados de manipulacao destes objectos, ndo é plausivel
que a multiplicagio e a divisdio neles se praticassem
usualmente.

Bernelin, um discipulo de Gerbert, escreveu um manual do
novo abaco, Liber abaci, durante o papado do primeiro.
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Relembremos que, para além de expoente cultural maximo da
cristandade, Gerbert foi o Papa Silvestre II desde 999 até ao
ano da sua morte, em 1003. Esta € a fonte principal que nos da
a conhecer o abaco de Gerbert. Richer (991-998), um outro
discipulo, escreveu também umas linhas sobre este assunto e
Gerbert descreve algumas regras de operagao, muito confusas,
numa carta de 980.

Vejamos do que se trata.

T AT e Fig. 241. - Le
/ principe de

/ N\ représentation
\ des nombres

/ ‘ i
= - \ entiers au
maoyen des
aananalE-t
‘ | | ) ; I 'uhm]ue
AN 13 perfectionné de
| ‘ @ @j Gerbert et ses
— — disciples (sur

‘ | \ F' cet abague,

| S| v g

‘ réunies de trois
| W\ \

: en frais. les
& " 4019  apices prenaient
> / une valeur de

position variant

; _ selon la colonne
b' / 'G 400 520  ou ils éraient
. disposes ' de

i plus, l'absence

| N ) d'unités d'un
b J| §/| . & | 539 certain rang y

I il elait signifiee en

| lQ

laissant vide
\ la colonne
b ) 100 065 correspondante),
— {Apices - Limoges
As pecas utilizadas neste dbaco nao sao todas iguais, como nos
anteriores. Cada uma representa um digito indo-arabe, de 1 a
9. Nao existe zero. Assim, para representar um nuimero, cada

avant 1030)
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coluna pode conter, no maximo, uma pega. Isto corresponde
ao nosso habitual sistema posicional decimal, ja que as colunas
sao encimadas pelas poténcias de 10.

O método para operar este aparelho ¢ completamente novo.
Bernelin ilustra uma multiplicagdo, correspondente ao ultimo
passo da resolucao do seguinte problema: temos 12 quartos,
em cada um 12 carpetes, sobre cada uma 12 homens, com cada
um 12 mulheres, cada uma com 12 criangas. Quantas criancgas
ha? Trata-se de calcular 12x12x12x12x12.

A figura mostra a determinagao de
12x20 736.

&l

Identifica-se imediatamente o método utilizado. Introduz-se o
multiplicando, depois o multiplicador. Calcula-se o produto
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de cada digito deste pelo multiplicando e regista-se este
resultado parcial, movendo sucessivamente estes nimeros
para a esquerda, para respeitar o valor posicional de cada
produto parcial. Por fim, adicionam-se todas estas parcelas.

A diferenca entre este abaco e os anteriores, de pecas
indistintas, é enorme.

Vemos surgir aqui, pela primeira vez na Europa, os algarismos
indo-arabes e a notagao decimal posicional.

Contudo, a auséncia de zero e o facto de ndao ser um processo
de “papel e lapis”, mas ainda uma mesa onde se movem
pedrinhas, mostra que que os trabalhos de Al-Kwarizmi nao
eram conhecidos completamente. A paternidade deste novo
processo deve, com toda a verosimilhanga, ser atribuida a
Gerbert.

Se a multiplicagao ¢ demasiado parecida com a nossa para nos
impressionar, o0 método usado para dividir, por outro lado, é
extremamente interessante. Na realidade, ha dois processos
para dividir, a divisio ferrea e a divisio aurea.

e R No primeiro, para além do dividendo
’ e do divisor, faz-se recurso a uma
5& T T T divisor auxiliar com o objectivo de
& x ' facilitar os calculos. Bernelin da varios
_____________ 1 oidiveeee] exemplos. O primeiro diz respeito a

6 | 668:6.

_____________________ 4 Comecga-se por registar o divisor
6 6 8 | auxiliar, neste caso 10 (um 1 na
6 6 8 segunda coluna), o divisor verdadeiro,
a diferenca entre os dois e o dividendo
(repetido, porque um deles vai

“desaparecendo” durante o processo).
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O primeiro passo consiste em dividir 6 centenas por 10. Na
descri¢ao de Bernelin, isto corresponde a fazer deslizar o
digito correspondente para a segunda coluna sob o trago
inferior (em termos modernos diriamos que 600 divididos por
10 da 60).

@ Repare-se que o resultado usa a mesma

E }i ' peca, correspondendo este calculo a um
----------------------- ;--+t simples deslocamento de uma pega no
6 tabuleiro. Como se dividiu por 10 em
ST S— - 4 vez de se usar o divisor verdadeiro, 6,
6 6 3 tem de se compensar, somando ao
6 8 dividendo o produto da diferenca entre
2 4 o divisor auxiliar e o verdadeiro pelo
quociente parcial, isto € 4x60=240.
B R
. ———
i
C >4 |
De seguida divide-se 200 por 10 (deslizar| | 1 |
0 2 para baixo, na segunda coluna) e 6
compensa-se somando 4x20 = 80 ao| | | 4
dividendo: 6 6 3
6 | 8
4
3
6
2
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Verifiquemos a situacao actual. O nosso dividendo é agora

188, temos um quociente de 60+20.

Continuemos, dividindo 100 por 10 e

dividendo:

2%y corrigindo com a
X

---------------------------

...............................

...............................

— 2O\

Ainda temos wuma quantidade nas
centenas do dividendo... Temos entao de
dividir 100 por 10 e corrigir:

Atingimos a situagao seguinte:

soma de 4x10 ao

Simplificando a
situacao ilustrada, e
omitindo o divisor
668, obtemos:

...........................

...........................
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ja sem centenas no dividendo.

%"x //‘“\ //‘”‘x.\
C x |
I
6
O " 2.
2|8
4
Iterando estes procedimentos atingimos a
..-...Léuuu.“..... posigéo ﬁnal
2 v "\\
1
c |
4444444444444 S -
6
S 4.
3
Que se pode ler “668:6=111 com resto 2
2”. Este processo ¢ lento, mas tem
algumas  virtudes  surpreendentes.
Podemos contrasta-lo com o nosso
algoritmo de divisao actual, que
implica efectuar estimativas, 1'1 y

multiplicagdes e subtragdes.
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Muitas vezes experimentamos um quociente e depois temos
de o substituir por outro, por termos estimado por excesso. O
método de Gerbert tem o mérito de evitar palpites e
subtracdes. Apds a escolha do divisor auxiliar, o processo é
completamente automatico!

Uma boa escolha do divisor auxiliar simplifica as contas e
induz regras simples (dividir por uma poténcia de 10
corresponde a mover uma peca do dividendo para o
quociente, etc.).

A justificacao matematica para o bom funcionamento deste
método, caracterizado pela utilizagdo de um divisor auxiliar,
baseia-se em propriedades simples das operagdes. Vamos
admitir que estamos a tentar dividir d por b. Procuramos
entdo g e r tais que

d=gxb+r

o que equivale a

d+qxz=gx@b+z)+r

portanto, é importante escolher z de forma a que b + z seja
“simpatico”. Neste contexto a simpatia mede-se pela
simplificagdo dos célculos, pelo que as poténcias de 10 e os
seus multiplos sdo as escolhas mais evidentes.

A divisio ferrea, para além da sua importancia historica, pode
ser utilizada no ensino com proveito, visto que promove uma

reflexao inspiradora sobre os algoritmos.

A divisio aurea mal se distingue do nosso algoritmo actual, pelo
que nao a descreveremos aqui. Contudo, trata-se de um
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algoritmo novo muito poderoso e da autoria do Papa-sabio, ja
que, nao recorrendo ao papel-e-lapis, nao deve corresponder a
algo que tivesse aprendido na Catalunha de proveniéncia
arabe. Trata-se, de novo, de algo genuinamente criado por
Gerbert.

Concluindo, este auxiliar aritmético é extremamente eficiente e
conceptualmente novo. Se bem que nao seja ainda o sistema
indo-drabe para operar no papel, trata-se sem duavida da
primeira incursao dos numerais de origem arabe que
haveriam de se espalhar pela Europa, séculos mais tarde.

Os métodos operatdrios sao sofisticados e muito originais.
A genialidade de Silvestre II esta por certo na sua génese.
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